7. prednaska (23.3.2026)

Dynamicke
programovanie

alebo

Bol raz jeden problém...



_ Programovanie, algoritmy, loitost (Ustav informatiky, PF UPJS)
oooo . o
i Co uz vieme

Asymptoticka casova zlozitost’ algoritmov
Zakladné udajové struktury:

e spajany zoznam, strom, zasobnik, rad

e moznosti ich efektivnej implementacie

e priklady ich aplikacie pri rieseni roznych uloh
Rekurzia ako dolezity programovaci koncept na
zapis algoritmov
Metody riesenia probléemov (=uloh):

e rozdeluj a panuj

e backtracking



oooo m
b Divide et impera

Rozdeluj a panuj !

e armadna, politicka a ekonomicka strategia

e jedna zo zakladnych stratégii riesenia
probléemov v informatike

Princip strategie:
e rozdelit’ problem na podproblémy
e vyriesit podproblémy

e ak treba, tak z rieseni podproblémov vytvorit’
rieSenie pre povodny problém



_ Programovanie,algoritm, zloitost (Ustav informatiky, PF UPS)
oooo _ .
=l Rozdeluj a panuj

Strategiu rozdeluj a panuj sme uz pouzivali:
e QuickSort

e pivotizacia rozdeli problém (postupnost’) na dva mensie
problémy (postupnosti)

e problémy vyriesime, ich vyriesenim mame riesenie pre
povodny problém

e MergeSort

e rozdelime problém (postupnost’) na dva mensie
podproblémy a vyriesime ich

e z rieSeni podproblémov vytvorime riesenie problému
pomocou algoritmu na zlucenie dvoch utriedenych
(usporiadanych) postupnosti



___ Programouanis, skgositmy, itost (Dste informatity, PF UPSS]
oooo

=2 Rozdeluj a panuj

Schéma (este raz):
e rozdel problém na mensie (jednoduchsie) podproblémy

e vyries podproblémy

e 7z rieseni podproblémov vytvor riesenie pre povodny problém
(skombinovanie rieseni)

QuickSort
e zlozité rozdelovanie, jednoduché kombinovanie
rieseni
MergeSort

e jednoduche rozdelovanie, zlozité kombinovanie
rieseni



oooo m
= Rozdeluj a panuj

DalSie priklady, ktoré uz pozname:
e konstrukcia stromu z inorder a preorder postupnosti

e konstrukcia stromu zo zatvorkoveho popisu ((1) 3 (2))

DalSie Ulohy:
e vyhodnotenie aritmetickeho vyrazu

e najdenie medianu
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Programouanis, skgositmy, itost (Dste informatity, PE VPSS|
oooo

el Co robia v banke?

Banky mozu emitovat’ dlhopisy (cenné papiere)
e dlhopis ma svoju nominalnu hodnotu (napr.100 €)

e kazdy druh emitovaneho dlhopisu musi schvalit CDCP
(centralny depozitar CP) - banka nechava schvalovat’
maly pocet druhov dlhopisov

Priklad: Banka sa rozhodne emitovat 3 druhy
dlhopisov s nominalnymi hodnotami 100 €, 500 €,
800 €, t.j., musi poziadat’ CDCP
o schvalenie 3 druhov CP
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oooo . , . )
=l=Iy Setrenie (Ako bojovat s krizou)

Klient pri kupe dostane od banky dlhopisy (cenné
papiere) na specialnom papieri

Specialny papier je drahy

Problém:

e Ak klient chce nakupit’ dlhopisy za 1000€, dlhopisy v
akej nominalnej hodnote a v akom pocte vydat’, aby
sa pouzilo ¢o najmenej papiera? (banka chce
usetrit’, klient nechce skladovat’ vela ,,papiera“)

e Je vobec mozné kupit’ dlhopisy v pozadovanej
hodnote?



__ Programovanie, algoritmy, zloZitost (Ustav informatiky, PF UPJS).
oooo ;
=l Priklad

Emitované dlhopisy: 100€, 500€, 800€

Suma: 1300 €

e 2x500€, 3 x 100€ - 5 papierov
e 1x800€, 1 x500€ - 2 papiere

Suma: 250 €

e nemozno kupit' cenné papiere
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Potrebujeme softvér, ktory nam pre
zadanu sumu povie, ¢i ju mozno
previest’ na dlhopisy, a ak ano, tak
povie, dlhopisy s akymi hodnotami

pouzit’.

IT oddelenie
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Ih ,Greedy" stratégie

y,greedy* stratégie (zalozené na najlepsom
okamzitom rozhodnuti) nefunguju:
e kym sa da, vyberat papier s najvyssou nominalnou
hodnotou
e emitované papiere: 100€, 500€, 800€
e 1100€ = 800€ + 100€ + 100€ + 100€
e 1100€ = 500€ + 500€ + 100€
e najst papier s najvyssou nominalnou hodnotou, ktora
deli pozadovanu sumu

e emitované papiere: 100€, 500€, 800€
e 1100€ = 11 x 100€
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Formalizacia problemu

n typov dlhopisov s nominalnymi hodnotam:i:
h[e], h[1], .., h[n-1]
Zovseobecnhené oznacenie:

e R[m] - minimalny pocet dlhopisov potrebnych na
vyplatenie sumy m, ¥ ak take vyplatenie neexistuje

Pre zaCiatok nam staci
vypocitat’, ¢i sumu ide
vyplatit, a ak ano, tak

kolko na to treba dlhopisov

(cennych papierov).

~ Specialna hodnota pre
. ,neda sa vyplatit“

Okamzitée pozorovanie:

e akm = h[i] pre nejaké i, potom R[m] = 1
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(D Reinterpretdcia pre fyzikov

Rozne typy rezistorov:
e 100, 220, 470, 100Q, 2700

e 7 kazdeho typu si vieme
objednat’ lubovolny pocet

Pri zapojeni do série je vysledny odpor sucet
odporov jednotlivych rezistorov.

Problém: Aky najmensi pocet rezistorov treba na
seriove zapojenie so zadanym celkovym odporom?
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- Ako to vyrieSit?

Mame novy vypoctovy
cluster za par miliénoy,
problém je zda sa tazky,
ale bactracking to spravi.
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Backtracking

" Nominalne hodnoty

Suma: 3000

0 1 5 / dlhopisov

100 500 800 |
. Generujeme vetky
' mozné vyplatenia

3000 = 2.100 + 4.500 + 1.800 L sumy 3000, t.j.,

. kolko akych

0 1 2 . dlhopisov pouzit'.

2

Generujeme cisla:

0..Suma/100

0..Suma/800

4 | 1 e
\ . Generujeme Cdisla:

Generujeme cisla:
0..Suma/500
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Programovanie, algoritmy, zlozitost (Ustav informatiky, PF UPJS)

oooo

SR Backtracking - zefektivnenie
" Nominalne hodnoty
0 1 2 : dlhopisov
Suma: 3000 100 | 500 | 800 ‘/

3000 = 7.100 + ?.500 + ?.800

0 1 2
7/
’ Ostava: " Generu j'é"n{é"é'{s'(a'?"]
E_ 3000 — 7.100 = 2300 I i 0..2300/500=0..4
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Backtracking - vylepsenia

Sucet poctu dlhopisov a
zostavajucu sumu vypocitavame
priebezne

Pri generovani pocetnosti
jednotlivych typov dlhopisov
zohladnujeme vysku zostavajucej
sumy

Hodnoty dlhopisov v klesajucom
poradi

Zda sa, ze to funguje!
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Nakup dlhopisov za

VIP klient

1 000 000 €
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Kde to zlyhalo?

Vypocet trva pridlho
pre velké sumy

Toto je kombinatoricky
problém. Nech ho rieSia

e F o~ , matematici a analytici!
Cas vypoctu zasadne

rastie s poctom typov
dlhopisov

e Prin typoch
dlhopisov mame
minimalne 2"
roznych vyplateni



Programovanie, algoritmy, zloZitost (Ustav informatiky, PF UPJ5)

oooo i )
FEL Analyza problému

Backtracking
zlyhal, skusme
rozdeluj a panuj.

Ako vieme rozlozit’
problém na mensie
podproblémy?

21



Programovanie, algoritmy, zloZitost (Ustav informatiky, PF UPJS)

ooog
Ip Analyza optimdlneho riesenia

Minimalny pocet
dlhopisov pre
sumu 8900

Minimalny pocet
—_— > dlhopisov pre
= sumu 8400
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Pozorovanie

Nech d, +d, + .... +d, = m je také rozdelenie sumy
m na k dlhopisov, ze k je najmensie mozné a
d. e {h/0], h[1], ..., h/n-1]} pre vsetky i.

Pozorovanie:

e d,+d,+ ... +d_, je vyplatenie sumy m-d, s
minimalnym poctom dlhopisov, t.j.

R[m] = R[m-d,]+1

Dokaz (spor s optimalitou):

e ak by m-d, islo vyplatit menej nez k-1 dlhopismi,
potom nam staci k tomuto vyplateniu prilozit' dlhopis
d, a mame vyplatenie sumy m menej ako k dlhopismi.
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Programovanie, algoritmy, zlozitost (Ustav informatiky, PF UPJS)

oooo
B Co vieme povedat o képkdch?
1400+100 1000+500 700+800
o -
T S S
- - ~
v v >
o o S
5 = = <
E E g
= £ =
: E £

Jedna z kopiek je minimalna pre 1500

Ziadna zo zvy$nych kopiek nema menej papierov
ako minimalna (optimalna)
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Optimdlne rieSenie

R[1400] ]

R[1000] ]
V optimalnom vyplateni sumy 1500 -800 R [ 700 ] ]
musi byt’ ,,na vrchu* jeden z

dlhopisov a po jeho odstraneni nam
ostane optimum pre zvysnU sumu.
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.Magicky vzorec

Rekurzivny ,,vzorec* vyjadrujuci optimalne
riesenie na zaklade optimalnych rieseni mensich
problémov (vyplatenia mensich sum)

e R[O] = 0
e R[m] = 1 + min {R[m - h[i]]|i = ©..n-1}
e ak pre niektoré i je R[m-h[i]] rozne od v

e R[m] = ,,neda sa“ (Vv), inak

Programujeme (rekurzivne) a testujeme ...

£“
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S Efektivnost?

Najdenie riesenia je extrémne pomalé aj pre
nizke sumy a malé pocty nominalnych hodnot
dlhopisov.

e Neprakticke riesenie pre prax...

Analyzujme strom volani a
priebeh vypoctu...
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Strom volani

900
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e Dd sa s tym nieco spravit?

Pozorovanie: Zbytocne opakované vypocty - ak
raz vypocitame, ze na sumu 200€ treba 2 cenné
papiere, tak to tak bude stale (pri rovnakych
nominalnych hodnotach dlhopisov)

Ako zabranit’
opakovanym vypoctom toho istého?

Zavedenie ,,cache“ - po vypocitani
medzivysledku, si ho ulozime, aby sme ho uz
opat’ nemuseli pocitat'.
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Ukladanie medzivysledkov

Vytvorime dostatocne velké pole a inicializujeme
ho na dohodnutu hodnotu indikujucu, ze pre
danu sumu vysledok este nebol vypocitany.

int[] cache = new int[suma+1];

Arrays.fill(cache, NEBOLO_POCITANE);

\ Dohodnuta hodnota = ,,este

Zmena v algoritme: nemame vypocitane*

e prv nez zacneme pocitat, overime, ¢i uz nemame
vysledok vypocitany
if (cache[suma] != NEBOLO POCITANE)

return cache[sumal];
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Casova zloZitost

Suma m, n nominalnych hodnot dlhopisov:

e skumanych je vyplatenie nanajvys m (O(m)) roznych
sum

e na zistenie vyplatenia jednej hodnoty treba cas O(n),
ak nezaratavame cas riesenia podprobléemov

e vyplatenie kazdej sumy je pocitané nanajvys raz
(vd'aka uchovaniu medzivysledkov)

Celkovy cas: O(m.n)
e ,pseudopolynomialny cas*

Celkova pamat: O(m+n)
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Ako to cele dopadlo?
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oooo ; __ Programovanie, algoritmy, ziofitost (Ustav informatiky, PF UPS)
SR Pristup zdola-nahor

Ukladanie medzivysledkov - memoizacia

e pristup zhora-nadol (od problému k podproblémom)

,cache“ pamat’ (pole medzivysledkov) mozeme
systematicky vyplnit’ pocnuc najmensimi
hodnotami

e pristup zdola-nahor:

e VV 7/

e zacCiname trivialnymi pripadmi

e mozno vyplnime trochu viac, nez treba...
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Nominalne hodnoty dlhopisov: 1€, 3€

Nominalne hodnoty dlhopisov: 2€, 5€

3

Priklad vypirania

5

6
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> 2=1+min{l, 3}

7

2

1

3

?

~—
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_ Progremousnia, slgortmy, solitost (st informetiky, PF UPLS)
oooo

I Ako ndjst vyplatenie?

Algoritmus vypocita minimalny pocet dlhopisov
potrebnych na vyplatenie sumy (optimalne
riesenie), ale nenajde, aké dlhopisy mame pouzit

Riesenie:

e Pre kazdu sumu si budeme pamatat’ akym dlhopisom
sme nasli optimalne vyplatenie danej sumy

e Spatnym prechodom zrekonstruujeme optimalne
riesenie
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Nominalne hodnoty dlho

Ako najst vyplatenie?

disov: 1€, 3€

/.

0 1 1 3 1 3 3 ?
0 1 2 3 4 5 6 7
0 1 2 1 2 3 2 ?

Hodnota dlhopisu, ktory je

v nejakom optimalnom
vyplateni danej sumy.

Nominalne hod

noty dlhopisov: 2€, 5€

\—y221+min{l, 3}

0 0 2 0 2 5 2
0 1 2 3 5 6
0 v v 2 1 3

~—
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Programovanie,aigoritmy, zlofitost (Ustav informatiky, PF UPS)
000g . j .
- Dynamické programovanie

Formalizacia riesenia, definovanie podproblémov,
charakterizovanie struktury optimalneho riesenia

,Magicky vzorec“ na vypocet optimalneho
riesenia z optimalnych rieseni podproblémov

Skonstruovanie rieseni z rieseni podprobléemov
pristupom zdola-nahor (,,vyplnenie tabulky*)

Najdenie hodnoty optimalneho riesenia
Zrekonstruovanie optimalneho riesenia (spatnym
prechodom)
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Ni¢ nove ...

Postup, ktory sme pouzili pri rieseni ,,bankového
problemu“ uz pozname:
e Fibonacciho cisla F(n) = F(n-1) + F(n-2) sme riesili aj
vyplnanim pola
e Fibonacciho cisla ide riesit’ aj bez pola s pouzitim 3
premennych

- ldea: na vyplnenie policka pola nam stacia len dve
predchadzajuce hodnoty

« Podobnu ,fintu“ ide casto pouzit’ aj pri dynamickom
programovani - v bankovom probléme potrebujeme
max{h[i]} predchadzajucich policok
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______Programovanie, algoritmy, zloitost (Ustav informatiky, PF UPJS)
ooog
2 Kedy dynamicke programovanie?

Optimalna podstruktura

e optimalne riesenie je mozné ziskat' z optimalnych
rieseni podproblémov

Prekryvajuce sa podproblémy

e celkovy pocet roznych podproblémov musi byt’
relativne maly

Pristup zdola-nahor

ooooo
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[][paz -

ak nie su otazky...

Dakujem za pozornost!
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Najdlhsia vybrana
rastuca
podpostupnost’



Najdlhsia vybrand rastica podpostupnost

Postupnost’ n Cisel:

5 3 1 4 6 2 8 7

Ako vybrat’ co najviac cisel tak, aby vybrané cisla
tvorili rastucu podpostupnost’

5 3 1 4 6 2 8 7

Iné riesenie: | 5 | 3 1 4 | 6| 21 8 | 7

Existuje riesenie, kde vyberieme viac ako 4 cCisla?
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Charakterizovanie struktury

Uvazujme najdlhsiu vybranu rasticu
podpostupnost’, ktora konci vo
zvolenom prvku postupnosti

D[i] - dlzka najdlh3ej vybranej (a obsahuje ho)

rasticej podpostupnosti, ktora
konci v i-tom prvku (a obsahuje ho)

? 8

Optimalne rieSenie prediZuje o jeden prvok (8) nejaku
najdlhsiu vybranu rastucu podpostupnost’, ktora konci v
nejakom prvku, ktory je nalavo od 8 a je mensi ako 8.
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,Magicky vzorec

Nevieme, ktoru podpostupnost’
predlzujeme, ale urcite je to nejaka,

D[i] - d(3ka najdlhgej vybranej ktora konci v nejakom mensom prvku

rasticej podpostupnosti, ktora nhalavo...
konci v i-tom prvku (a obsahuje ho)
P: : ? 8

D[i] = 1 + max {0, D[j]: 0<j < i a P[j] < P[i]}
_ J

~"
SkGSame prediZit kazd( vhodn
podpostupnost’ konciacu nalavo od P[i] a
vyberieme maximum.

11
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Zdola-nahor

D[i] = 1 + max {0, D[j]: 0 <j <i aP[j] < P[i]}

\ Na urcenie D[i] treba
mat’ vypocitané D[j] pre

j < i. Preto D budeme
pocitat’ postupne D[0],
int[] d = new int[p.length]; D[1], D[2], ...

for (int i = 0; i < p.length; i++) {
d[i] = 1;
for (int j = 0; J < 1; j++)
if (p[J] < p[il)
d[i] = Math.max(d[1], d[j] + 1);
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Hodnota optimalneho riesenia

Nevieme, v ktorom prvku postupnosti konci
globalne najdlhsia vybrana rastuca
podpostupnost'...

Vyberieme tu najdlhsiu:
int najdlhsia = 0;

for (int i=0; i<d.length; i++)
najdlhsia = Math.max(najdlhsia, d[i]);

Ako rychlo zrekonstruovat’ optimalne
rieSenie? Aku pomocnu informaciu
potrebujeme uchovat’ pri vypocte pola d?
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NajdIhsia spolocna
podpostupnost’



___ Programouanis, skgositmy, itost (Dste informatity, PF UPSS]
oooo
oo

[k LCS

LCS (Longest common subsequence) - najdlhsia
spolocna podpostupnost’

- 2 postupnosti (mdZu byt aj réznej dizky)

« hladame najdlhsiu spolocnu podpostupnost

ACGTTACGTAAACTACTAGTACACACACTACCCAT

A S S T

ACAGTGTTAAGTAAACTAAACTAGTACACACGTACCCAT

Pouzitie: hladanie rozdielov v textoch (v Linuxe
prikaz diff), hladanie génovych mutacii

48



oooo . ,Im
I Formalizdcia, podproblém

Postupnosti (pozor, indexujeme od 1):
e a, a,, .., a,
e b, b, .., b

Podproblem:

e LCS(i, j) - dizka najdlh3ej spolo¢nej podpostupnosti z
postupnosti a,, a,, ..., a;a b, by, ..., b

b
Nas ciel: LCS(n, m)

Trivialne fakty: LCS(0, ?) =0, LCS(?,0) =0
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00 . : “m
D ,Magicky vzorec" pre LCS

Zoberme si nejaké optimalne riesenie pre
LCS(i, j), potom plati jedno z nasledujuceho:

* 3; je v optimalnom rieseni a b; nie je

o LCS(, §) = LCS(i, j-1) \ ____________________
. lde ukazat’

e 3, nie je v optimalnom rie§ew o
e LCS(i, j) = LCS(i-1, j)

e ani a; a ani b; nie su v optimalnom rieseni
o LCS(i, j) = LCS(i-1, j-1) a a;!=b,

® a; aj b; su v optimalnom rieseni
o LCS(i, j) = 1+ LCS(i-1, j-1) a as=b,
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_ Progremousnia, slgortmy, solitost (st informetiky, PF UPLS)
oooo
ou

= ,Magicky vzorec” pre LCS

Ak a;=b;, potom LC5(i, j) = 1 + LCS(i-1, j-1)

e Ak g; a b;su v nejakej optimalnej podpostupnosti,
potom nie je co riesit a LCS(i, j) = 1 + LCS(i-1, j-1)

e Ak len jedno z g; a b; nie je v optimalnej postupnosti,
tak existuje optimalna postupnost’, kde su obe
(preco?)

e Ak g; a b;nie su spolocne v nejakej optimalnej
podpostupnosti, potom ich mozeme pridat’ na koniec
nejakej optimalnej podpostupnosti, ¢im ju predlzime
(spor s optimalitou)

Ak a;!=b; potom LCS(i-1, j-1) <= LCS5(i, j-1) a
LCS(i-1, j-1) <= LCS(i-1, j) <= LCS(i-1, j-1)+1
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,Magicky vzorec“ pre LCS

LCS(0, j) =0
LCS(i, 0) =0
Ak a;=b;, potom
o LCS(i, j) =1+ LCS(i-1, j-1)
Ak a;!=b;, potom
o LCS(i, j) = max{LCS(i-1, j), LCS(, j-1)}
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Algoritmus

public static int vypocitajLCS(String s1, String s2) {
int[][] lcs = new int[sl.length()+1][s2.length()+1];
for (int i = 1; i < sl.length()+1; i++)
for (int j = 1; j < s2.length()+1; j++)
if (sl.charAt(i-1) == s2.charAt(j-1))
les[i]1[j] = 1 + les[i-1][j-1];
else
lcs[i][j] = Math.max(les[i-1][7], lcs[i][j-1]);

return lcs[sl.length()][s2.1length()];

Casova zlozitost’: O(m.n)
Pamat'ova zlozitost: O(m.n)
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Programovanie, algoritmy, zloZitost (Ustav informatiky, PF UPJS)

DDDEUE ;
[ ][ Priklad tabulky
i 001 2 3 4 5 6 ~ Spétnym prechodom a -
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