6. predndska (16.3.2026)

Backtracking

alebo

hrubou silou
na (skoro) vsetky problémy




Zacnime zlahka...

Problém:

e vygenerovat vietky postupnosti dizky 3 z ¢isel 1, 2, 3

e matematicky: 3-prvkove variacie s opakovanim z prvkov
mnoziny {1, 2, 3}

Ocakavany vystup:

(1, 1, 1] 2, 1, 1 3, 1, 1
(1, 1, 2] 2, 1, 2 3, 1, 2
(1, 1, 3] 2, 1, 3 3, 1, 3
1, 2, 1 2, 2, 1 3, 2, 1
1, 2, 2 2, 2, 2 3, 2, 2
1, 2, 3 2, 2, 3 3, 2, 3
1, 3, 1 2, 3, 1 3, 3, 1
1, 3, 2 2, 3, 2 3, 3, 2
1, 3, 3 2, 3, 3 3, 3, 3




Generovanie trojic

int[] p = new int[3];
for (int 1 = 1; i <= 3; i++) {
p[e] = 1i;
for (int j = 1; j <= 3; j++) {
p[1] = J;
for (int k = 1; k <= 3; k++) {

pl2] = k;
System.out.println(Arrays.toString(p));

}

} .
} DalSie vyzvy:

Ako zmenit mnozinuz {1,2,3}na {1, 2, ..., 52
Ako zmenit’ mnozinu z {1, 2, 3} na {0, 1, 2}?
Co ak by sme chceli 4-prvkové postupnosti ¢isel?

Co ak by sme chceli 5-prvkové postupnosti ¢isel?



oooo .:m
=l Generovanie k-tic

Co ak by sme chceli k-prvkové postupnosti z Cisel
{1, 2, 3}, t.j. k-prvkove variacie s opakovanim, kde k
dopredu nepozname?

pridavanie vnorenych cyklov nepomoze, pretoze k nepozname
dopredu...

Generovanie k-tic je tazky problém ...

... existuje jednoduchsi podproblém?
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Analyza trojic...
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Kazda skupina ,,trojic*
sa sklada zo vsetkych

dvojic z cisel {1, 2, 3}
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Generovanie v praxi




00 -m
=2 Ako generovat k-tice?

k-prvkova postupnost’ z c¢isel {1, 2, 3}

N
4 )

1 2 3 3

J

N

(k-1)-prvkova postupnost’ z cisel {1, 2, 3}

_____________________________________________

- Postupnym dosadenim Cisiel 1, 2
' a 3 dostaneme 3 rozne k-prvkovée
- postupnosti z cisel {1, 2, 3}




_____Programovanie, algoritmy, Zofitost (Ustav informatiky, PF UPJS)
ooogd ]
=l Ako generovat k-tice?

Ako vygenerovat’ vsetky
k-prvkové postupnosti z Cisel {1, 2, 3}?

N

Vygeneruj vsetky (k-1)-prvkoveé
postupnosti z Cisel {1, 2, 3}...

{1, 2, 3}



Programovanie, algoritmy, zloZitost (Ustav informatiky, PF UPJS)

oooo } .,
St | Generovanie trojic

int[] p = new int[3];

for (int i = 1; i <= 3; i++) { generuj(0)
p[@] = i;
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Generovanie k-tic

generuj vSetky postupnosti v podpoli uréenom

private int[] p;
indexami: odIndexu, .., p.length-1

private void generuj(int odIndexu) {
if (odIndexu == p.length) { < AK mame generovat

vypis(); postupnost’ v podpoli diZky
return; 0, znamena to, ze pole je
} naplnené...
for (int i = 1; i <= 3; i++) { Na prvu poz’iciu podpola
p[odIndexu] = i; postupne dame hqdngty 1,
generuj(odIndexu + 1); 2.a 3. Po c!osadem kazde;.| Z
) nich spustime generovanie
vsetkych podpostupnosti v
b o 1 mensom podpoli.

public void generuj() { . :
i (9) : 4/ aciname generovanie na
) generuj(@); indexe 0, t.j. v celom poli.
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private void generuj(int

for (int 1 = 1; 1 <=
p[odIndexu] = 1i;

odIndexu) {

3; i++) {

urcuje obsah na

generuj(odIndexu + 1); indexe 3 a necha
} generovat’ obsah
} od indexu 4
generuj(3) \
0 1 2 [ 3 4 5 6 7\
2 3 2 1
S J N J
Y
obsah pola ur¢eny metédami, generuj(4)

ktoré viedli k volaniu
generuj(3)

Ako to vilastne generuje?

generuj(0)

generuj(1)

generuj(2)

generuj(3)

generuj(4)




Kazda vetva v strome
volani je jedna z
vygenerovanych
postupnosti...

Strom volani

generuj(2)

generuj(1)

generuj(2)

generuj(2)

generuj(2)

generuj(0)

generuj(1)

generuj(2)

generuj(2)

generuj(2)

generuj(1)

generuj(2)

generuj(2)
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Na ¢o je to dobreé?

Koho uz len zaujima
generovanie ciselnych
postupnosti?!
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Trezor s cennostami

Kazda vec v trezore ma

svoju velkost’ a cenu...

Problem batoha

Zlodej s batohom

Kapacita batoha
je obmedzena!

Ktoré veci zobrat’, aby cena lupu

"l W W e

pomestilo do batoha?

15



oooo m
SR Ako naplnit batoh?

Kapacita

12 €
batoha: 4

Velkost': 3 2 2

Jednoduche strategie nefunguju:

e kym je miesto, ber najdrahsiu vec, ktoru este nemas

e kym je miesto, ber vec s najlepsim pomerom
cena/velkost’ (jednotkova cena), ktoru este nemas
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oooo . -m
el Riesenie hrubou silou!

Mame n predmetov

S kazdym predmetom su dve moznosti:
e predmet zoberiem

e predmet nezoberiem

Kazdy vyber mozno charakterizovat’ postupnost’ou
z nul a jednotiek...
Zmesti sa

e BB e

1 1 0 0  Akaje cena

\ _________ f / vyberu?

. Neberiem (0) |
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__ Programovanis, skgositmy, itest (Dste informatity, PE UPSS|
oooo

el Riesenie hrubou silou!

Mame n predmetov:

e vygenerujem vsetky postupnosti dizky nz 0 a 1

= n-prvkove variacie s opakovanim z prvkov mnoziny
{0 = neberiem, 1 = beriem}

e kazda postupnost’ zodpoveda vyberu, pre ktory
spocCitam:

e Ci sa zmesti do batoha (sucet velkosti vybranych predmetov
je mensi ako kapacita batoha)

e aka je cena vyberu (sucet cien vybranych predmetov)
Riesenie:
e zoberiem vyber, ktory sa zmesti do batoha a ma
najlepsiu cenu
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Programovanie, algoritmy, zloZitost (Ustav informatiky, PF UPJS)

Programujeme...
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LILLiC) £ = . . . \Y .
[IE- Akd je efektivita riesenia?

n predmetov = 2" moznych vyberov

spracovanie jedneho vyberu O(n)

celkovy cas: 20

Veri sa (P ?= NP), ze tuto
ulohu nejde riesit’
rychlejsie

60 predmetov = 20 vyberov > 10" vyberov

e 1 GHz procesor ~ 10? operacii za sekundy
e 10"7/10° = 108 sekund > 3 roky

20



00 e ———
i Riesenie hrubou silou!

Problémy riesime preskimanim vsetkych
moznosti riesenia

Casto aplikujeme schému:

e generuj - generuje vietky postupnosti zadanej dizky,
ktoré zodpovedaju nejakej moznosti riesenia

e spracuj - overi, Ci vygenerovana moznost’ je
pripustna (napr. celkova velkost je mensia ako
kapacita) a ak ano, moznost sa nejako dodato¢ne
spracuje (napr. overi sa, Ci nie je lepsia ako doposial
najlepsie ndjdene riesenie)
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o000
B A ¢o dalej?

A pod'me generovat’ opat

nejake Ciselné postupnosti...
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_ Programovanie, algoritmy, Zlofitost (Ustav informatiky, PF UPJS).
ooog
o Varidcie bez opakovania

Uloha: Vygenerovat' vietky postupnosti diZky k z
prvkov mnoziny {/, ..., n}, v ktorych sa ale ziadne
cislo neopakuje.

e matematicky: generujeme k-prvkové variacie bez
opakovania z n-prvkovej mnoziny

Riesenie:
e vygenerujeme vsetky postupnosti dizky k

e pre kazdu postupnost’ overime, Ci tam nahodou nie su
dve rovnake cisla - ak nie, tak ju ,,vypiseme*
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Generujeme bez opakovania

Overi, Ci su vsetky
cisla v poli rozne.

private boolean vyhovuje() {
for (int i = 9; 1 < p.length; i++) A/
for (int j = i + 1; j < p.length; j++)
if (p[i] == p[J])
return false;

return true; private void generuj(int odIndexu) {
} if (odIndexu == p.length) {
if (vyhovuje())
Pred vypisom vypis();
overime, ze niet return;
opakovani. }

for (int i = 1; i <= n; i++) {
p[odIndexu] = 1i;
generuj(odIndexu + 1);
}
}
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Ako zniZit straty?

Metoda vyhovuije() filtruje, co sa ,vypise“...

Postupnosti bez opakovania dizky 3 z prvkov
mnoziny {1, 2, 3, 4}

e pocet ,,vypisanych“: 4.3.2 = 24 postupnosti
e pocet vygenerovanych: 43 = 64 postupnosti

e ... generujeme 40 postupnosti zbytocne (,,nevypisu‘ sa)

. Naco generovat’ zvy$ok, ked’ |

generuj(...) . kvoli dvojkam na zaciatku sa
1 ] to aj tak nevypise? |
2 2 ? ?
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Kazda vetva v strome
volani je jedna z
vygenerovanych
postupnosti...

generuj(1)

generuj(0)

generuj(1)

generuj(1)

1
2
3
1
2
3
1
2
3

Strom volani

g%)

generuj(2)

generuj(2)

generuj(2)

g%)

generuj(2)

generuj(2)

generuj(2)

g%)
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Opatrné generovanie...

private boolean moze(int idx, int hodnota) {
for (int i=0; i<idx; i++)
if (p[i] == hodnota) Overi, ¢i sa zadana hodnota
return false; nenachadza v poli na
indexoch 9, ..., idx-1
return true;

private void generuj(int odIndexu) {

for (int i = 1; i <= n; i++)
if (moze(odIndexu, 1i)) {
p[odIndexu] = 1i;

Hodnotu i umiestnime generuj(odIndexu + 1);

do pola iba vtedy, ked’ sa | )
este v poli ,,nalavo“
nenachadza. ¥
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Overenie, Ci cislo mozeme umiestnit’ do pola
(metoda moze), ma casovu zlozitost O(k)

Zrychlenie: pamatajme si v poli, Ci sa Cislo uz
nachadza v ,,lavej“ fixovanej casti...

private Set<Integer> pouzite = new ???Set<Integer>()

for (int i = 1; i <= n; i++) {
if (!pouzite.contains(i)) {
pouzite.add(i); < - — Poznacv:ime,, ive, sme pridali
p[odIndexu] = i; do pola cislo i ...
generuj(odIndexu + 1);
p[odIndexu] = -1;

pouzite.remove(i); szqaame, i .C]vSlO e
) nie je v platnej casti pola ...

Opatrné generovanie rychlo...
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Opatrné generovanie rychlo...

Overenie, Ci cislo mozeme umiestnit’ do pola
(metoda moze), ma casovu zlozitost O(k)

Zrychlenie: pamatajme si v poli, Ci sa Cislo uz
nachadza v ,,lavej“ fixovanej casti...

for (int i = 1; i <= n; i++ ¥ g RS - L
( ’ ? ) A . PoznacCime, ze sme pridali

1f ( !p9uzi’Fe[i]) ¢ / do pola ¢islo i ... |
pouzite[i] = true; e L e skl
p[odIndexu] = 1i;

generuj(odIndexu + 1);
pfodIndexu] = -2;
pouzite[i] = false; <@ | Poznacime, ze ¢islo i uz viac |
} . nie je v platnej casti pola ... |

e
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Looo o _ .
I Variacie bez opakovania - finty

Permutacie = n-prvkove variacie bez opakovania
prvkov z n-prvkovej mnoziny...

Ako generovat’ variacie z inej mnoziny ako su
prvky mnoziny {1, ..., n}?
e prvky mnoziny dame do nejakého pola - napr. prvky
e generujeme variacie indexov pola prvky
® Vypis:

for (int i=0; i<p.length; i++)
variacia[i] = prvky[p[i]]

______________________________________

Generujeme postupnost’
indexov v poli prvky.




_ Progremousnia, slgortmy, solitost (st informetiky, PF UPLS)
oooo

- Backtracking

Backtracking = prehladavanie s navratom

Sposob na hladanie/konstrukciu riesenia tak, ze
skumame (generujeme) vsetky moznosti

Zvycajna schéma:
e sprav jeden krok ,,blizsie® ku skonstruovaniu riesenia
e pridanie hodnoty do pola a jej zaevidovanie v poli pouzite

e (rekurzivne) generovanie moznosti (rieseni), ktoré
vychadzaju z toho, co mame ...

e po navrate z rekurzie vratime povodny stav pred
spravenim jedného kroku ,,blizsie“

e odevidovanie hodnoty v poli pouzite
31



Backtracking a efektivnost

Zvycajne velmi neefektivny pristup s
exponencialnou casovou zlozitostou...

Typy problémov:

e backtracking je jedind mozna stratégia na ich
vyriesenie (resp. iné stratégie maju rovnaku casovu
zlozitost)

e backtracking je jedina mozna stratégia na ich
vyriesenie, no pre iste typy vstupov ich ide riesit’
,prakticky efektivnymi“ algoritmami (napr.
pseudopolynomialne algoritmy)

e riesenie vieme najst’ bez skimania vsetkych
moznosti (napr. polynomialne algoritmy)
32
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[][paz -

ak nie su otazky...

Dakujem za pozornost!
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