2. predndska (16.2.2026)

O(d triedenia)
k zlozitosti
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Hfadanie ihly v kope sena

8 kariet, pod kazdou je jedno cislo...

Uloha: Ako na najmenej otoceni kariet zistit, €i
je na niektorej z kariet zadané cislo?

e Najlepsi pripad: Ak mame stastie, tak ho najdeme na
prvy pokus.

e Najhorsi pripad: Ak tam cislo nie je, tak musime
nazriet pod kazdu kartu.

e pri N kartach po nanajvys N krokoch vieme dat’ odpoved’



Hfadanie ihly v kope sena

v~
nanajvys N opakovani
A

for (int i=0; i<661e.1engtﬁ} i++)
if (pole[i] == hladaneCislo)

return true;

return false;



Hfadanie ihly v kope sena

EEEEEE

8 kariet, pod kazdou je jedno cislo...

Uloha: Ako na najmenej otoceni kariet zistit, €i
je na niektorej z kariet zadané cislo?

Bonus: Cisla pod kartami tvoria neklesajucu
postupnost...

Pomoze to nejako?
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Hfadanie ihly v kope sena

Hladané ¢islo 45

BIRTET,

Ak je cislo 45 pod niektorou
kartou, tak iba pod niektorou
Zmensenie problému: z tychto...

z 8 kariet na 4 karty

J

Ak vyberame kartu priblizne v strede, tak problém
velkosti N redukujeme na problém velkosti n/2




ooogd
- Ako charakterizovat problém?

# EEERE

odldx poldx

Problém = mnozinu kariet, ktoru prehladavame,
mozeme popisat’ 2 Cislami:

index prvej karty (kde usek zacina)

index poslednej karty (kde usek konci)



Binarne vyhladavanie

public boolean jeVPoli(int[] pole, int odIdx, int poldx, int cislo) {

return false;
Vypocitame stred

int stredIdx = (odIdx + poldx) / 2; ” i
( P ) Overime, ci v strede

if (pole[stredIdx] == cislo) 4/ nie je to, ¢o hladame

return true;
Rozhodneme sa, Ci v

hladani pokracujeme vlavo
if (cislo < pole[stredIdx]) A/alebo pole

return jeVPoli(pole, odIdx, stredIdx-1, cislo);
else

return jeVPoli(pole, stredIdx+l, poldx, cislo);

Nerekurzivna verzia
na cviceniach



oooo .
FEip Bindrne vyhladdvanie

pUbliC boolean JeVPO].l(int[] pOle, int odIdx, int pOIdX, int CiSlO) { jeVPali(o, 99)

if (odIdx > poldx)
return false;
jevPali(o, 48)
int stredIdx = (odIdx + poldx) / 2;
if (pole[stredIdx] == cislo) T —
return true;
if (cislo < pole[stredIdx]) jevPali(12, 23)
return jeVPoli(pole, odIdx, stredIdx-1, cislo);
else
jeVPali(18, 23
return jeVPoli(pole, stredIdx+1l, poIldx, cislo); IR
}
jevPali(21, 23)
jevPali(21, 21)




____ Programovanis, sigositmy, litest (Dste informatity, PF UPSS]
oooo

2 Je bindrne vyhladdvanie lepsie?

Najhorsi pripad: < v informatike: log = log,

e 1 krok: n kariet
e 2 krok: n/2 kariet

e 3 krok: polovica z n/2 kariet = n/4 = n/2? = n/23-!

e 4 krok: polovica z n/4 kariet = n/8 = n/23 = n/241

°o .. n/2k1<1
e k-ty krok: n/2ktkariet n< 2kt

log n <k-1
e ... kedy skonc¢ime? / 1+logg n<k

e posledny krok: ostala 1 karta

Po nanajvys 1+logn
krokoch koncime!




Je bindrne vyhladadvanie lepsie?

N Linearne Binarne
WHLELEVELIE

vyhladavanie

10

100

1000

1000000
1000000000
1000000000000

10

100

1000

1000000
1000000000
1000000000000

Oplati sa mat’ veci usporiadané
a vdaka tomu moct’ pouzit’
binarne vyhladavanie.
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B Suwemsm covur st S
DEUD . 7 o
A Ako dat veci na spravne miesto?

Kartickovy experiment...
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Bublinkové triedenie

Kym nie su vsetky susedné prvky v poli v spravhom poradi,
opakuj:

e najdi dva susedné prvky ,,v zlom poradi“ a navzajom ich vymen

public static void bubbleSort(int[] p) {
boolean bolaVymena;

Hladame susedné prvky,
do {

ktore su v zlom poradi
bolaVymena = false; /

for (int i=0; i<p.length-1; i++) . .
if (p[il > p[i+1]) { Lakponysen Lk

vymen(p, 1i, 1‘+1);4’P[i] = p[i+1];

bolaVymena = true; p[i+1] = pom;

N\ Poznacime si, ze sme

} while (bolavymena); nasli v poli nieco ,,zIé*

12
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Bublinkové triedenie

Pozorovanie: od konca pola sa postupne vytvara
(vybublava) usporiadana podpostupnost’

e vylepsenie: pri hladani ,,zlych* susedov nemusime ist’
do konca pola (n, n-1, n-2, n-3, ...)

e vylepsena verzia na cviceniach...

Kolko krat sa zopakuje
do-while cyklus?

e v najlepsom pripade
(usporiadané pole): 1 krat

e v najhorsom pripade: n krat
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oooo . m
B Bublinky a pocet porovnani

Aky je pocet porovnani, ktoré vykona algoritmus?
e v najlepsom pripade: n-1
e 1 jteracia do-while cyklu
e v najhorsom pripade: n(n-1) = n?-n
e n-1 porovnani v jednej iteracii do-while cyklu

e nanajvys n iteracii do-while cyklu
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oooo m
e Triedenie vyberom

SelectionSort, MinSort

Stratégia pre pole velkosti n:

e ak je pole velkosti 1, tak uz je usporiadane a
mozeme skoncit
e inak n>2)
e najdi najmensie Cislo
e vymen najmensie Cislo s ¢islom na zaciatku pola

e prve cislo v poli ,,ignoruj“ a usporiadaj zvysok pola
(zvysnych n-1 cCisel) rovhakym postupom

15



Triedenie vyberom

public static int indexNajmensieho(int[] p, int odIdx, int poIdx) {

int najIdx = odIdx;

for (int i = odIdx + 1; 1 <= poldx; i++)

if (p[i] < p[najIdx]) ‘i’~.“f:;

najIdx = i;

return najIdx;

najdi najmensie Cislo

vymen najmensie cCislo s Cislom
na zaciatku pola

prvé cislo v poli ,,ignoruj“ a
usporiadaj zvysok pola (zvysnych
N-1 Cisel) rovnakym postupom

public static void vymen(int[] p, int idx1, int idx2) {

int pom = p[idx1];
p[idx1] = p[idx2];
p[idx2] = pom;
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Triedenie vyberom

public static void selectionSort(int[] p,
int odIdx, int poldx) {

if (odIdx == poldx)

Rekurzivna myslienka neznamena

return; rekurzivny program!

vymen(p, odIdx, indexNajmensieho(p, odIdx, poIdx));
selectionSort(p, odIdx + 1, poldx);

}
f f najdi najmensie Cislo \

Zmensenie
problému o 1 * vymen najmensie Cislo s Cislom
na zaciatku pola

- prvé cislo v poli ,,ignoruj“ a
usporiadaj zvysok pola (zvysnych
\ N-1 Cisel) rovhakym postupom /
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Triedenie vyberom

public static void selectionSort(int[] p) {

for (int i = 0; i < p.length - 1; i++) {

int minIdx = 1i;

for (int j =1 + 1; j < p.length; j++)

i (p[3] < pImintdx]) g

minIdx = j

int pom = p[i]; )

p[i] = p[minIdx];

J

-

p[minIdx] = pom; )

Najdi index najmensieho prvku v
podpoli zacinajucom na indexe i.

Vymen prvok na indexe i a najmensi
prvok v podpoli od indexu i.
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Triedenie vyberom a porovnania

public static void selectionSort(int[] p) { p.length = 8
for (int 1 = 0; i < p.length - 1; i++) {
i=0 7
int minIdx = 1i; i=1 6
for (int j =i + 1; j < p.length; j++) 2o 5
if (p[j] < p[minIdx])
minIdx = j; 1=3 4
i=4 3
vymen(p, i, minIdx); =5 2
}
) i=6 1
Pocet porovnani pri poli velkosti n:
<, (n=Dn f

(N-D)+(n-2)+..+1=) k=

Pocet porovnani
19



Bublinky vs. vyber

. ; V najlepSom V najhorsom
Pocet porovnani g g
pripade pripade
BubbleSort n-1 n(n-1)
VylepsSeny )
BubbleSort n-1 n(n-1)/2
SelectionSort n(n-1)/2 n(n-1)/2

A co d'alSie operacie v
algoritmoch (vymeny,
priradenia, ++, ...)?

Ktory z algoritmov je
rychlejsi?




ooog i .
e Analyza algoritmov
Korektnost'’:

e Robi algoritmus vzdy to, ¢o ma?
Casova zloZitost”:

e Aky rychly je algoritmus?
Pamat'ova zlozitost'

e Kolko pamdte potrebuje algoritmus pri svojom behu?

e komunikacna zlozitost’, narocnost’ na prostriedky a

zdroje, ...
21



_ Programovanis,aigoritmy, zoiitost (Ustay informatiky, PF UPIS)
oooo
(G- Ktory algoritmus je rychlejsi?

Naprogramujem a pomeram cas:

e na roznych pocitacoch rézne operacie trvaju rézne
dlho (CISC vs. RISC, cachovanie, ... viac na principoch
pocitacov, ...)

e algoritmus neoverim na vsetkych vstupoch

e Co ak som algoritmus netestoval prave na vstupe, na
ktorom algoritmus ,,pocita“ najdlhsie

e Co ak algoritmus potrebujem pre také velke vstupy,
ze len otestovanie akehokolvek z nich trva niekolko
dni?

Riesenie: teoreticka analyza
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Programovanie, algoritmy, zlitost (Ustav informatiky, PF UPJS)
ool
e Analyza casovej zlozitosti

Elementarna operacia: 1 krok

e Co je elementarna operacia zalezi od uvazovaného
vypoctového modelu

e nas pohlad: kazda jednoducha operacia v Jave ako
porovnanie, priradenie, ...

e pozor: jeden prikaz nie je vzdy jeden krok, napr.
volanie metody moze skryvat’ mnozstvo krokov

e pocet elementarnych operacii je priamoumerny casu
Analyza casovej zlozitosti algoritmu

e = pocitanie poctu krokov algoritmu bez toho, aby sme
ho spustili

23



____ Programovanis, sigositmy, litest (Dste informatity, PF UPSS]
oooo

FE Analyza ¢asovej zlozitosti

Kolko ste sa dozvedeli?

e Algoritmus na poli {5, 1, 5, 2} vykonal 131 krokov a na
poli {6, 7, 1, 3, 1, 9} vykonal 192 krokov.

e Algoritmus A na poli velkosti n vykona nanajvys
3*n2-n+192 krokov a algoritmus B vykona presne
2*n%+332*n-2 krokov.

e ktory je rychlejsi?

Co nas naozaj zaujima?

24



_ Programovanie, algoritmy, zofitost (Ustav informatiky, PF UPJS)
oooo
e Analyza ¢asovej zlozitosti

Presny pocet krokov algoritmu zalezi od
konkrétneho vstupu

Ak je vstup vacsi, pocet krokov algoritmu by mal
byt vacsi
e casova zlozitost by mala byt funkciou od velkosti
vstupu

e ak n je velkost vstupu, potom casova zlozitost’ je
vyjadrena ako T(n) - napr. maximalny pocet krokov,
ktoré potrebuje algoritmus na vstupe velkosti n.

Zvycajne nas zaujima horné ohranic¢enie poctu
krokov (poskytuje ,,garancie® trvania)

25



Na com zalezi?

Co ak by sme kazdému z nich zvysili mesa¢ny prijem o ...

+ 50 + 5% + 5%

Ziadna z tychto operacii zasadne nezmeni ,,zaradenie

cloveka do nejakej prijmovej kategorie®. 26



__Programovanie, algoritmy, zioitost (Ustav informatiky, PF UPJS)
oooo ; )
=l Na é¢om zdlezi?

Aky najvacsi vstup dokaze algoritmus s danym poctom
operacii spracovat’ za urcity cas?

cas/zlozZitost’ N N? N3 2N N!
milisekunda 1000 000 1000 100 20 10
sekunda 1000000 000 30 000 1000 30 12
minuta 00 250000 4 000 35 14
hodina 0 2000 000 15000 41 15
den 00 9000 000 44 000 46 16
mesiac 0 51000 000 130 000 51 17
rok 00 170 000 000 310 000 54 18
tisicrocie 00 0 3100000 64 21
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_Programovanie,aigoritm, zloitost (Ustav informatiky, PF UPS)
oooo 5 v .
= Na ¢om zaleii?

Pri pocitaci, ktory spravi 10° operacii za sekundu
nal, 2, 3, 1000, ... operaciach navyse nezalezi...
2-nasobne viac operacii ,,vyriesi“ 2-krat rychlejsi
pocitac (napr. n?vs. 2n?)
/ predchadzajucej tabulky:
e rozdiel medzi n? a n3, ¢i n3 a 2" ziadne konstantné
zrychlenie pocitaca nevyriesi pre vsetky vstupy

Vyzva:

Vieme algoritmy na zaklade casovej zlozitosti rozdelit’ do
nejakych , kategorii“ tak, aby v kazdej z nich boli

,2podobne“ ¢asovo narocné algoritmy?
28



Asymptoticka zlozZitost

Zaujima nas, ako rastie zlozitost’ algoritmu, ak
velkost’ vstupu rastie do nekonecna (n—)

e Algoritmus A: T,(n) = 3n?-4n+100

e Algoritmus B: Tg(n) = 300n2+10 Zlozitost algoritmov A
. a B “rastie rovnako”.
e Algoritmus C: T.(n) = n3+n? J
. T.(n . 300n% +10
Bvs. A: Iim 5 )=I|m > =100
n—=T, (n) n>*=3n°—-4n+100 zx :
Zlozitost C “rastie
neporovnatelne
. T-.(n) . n’+n? [ P T
Cvs. B: Iim c ):Ilm o0 PELLCIRIE koD

o T (n)  n-=300n2 +10

29



Theta @ ako kategorizdtor

T,(n) = 3n%-4n+100 <-§.| T,(n) a Tg(n) sU z hladiska |

rastu porovnatelné.
Tg(n) = 300n2+10 e T

®(g(n)) — mnozina vsetkych funkcii, ktore su z
hladiska rastu porovnatelné s funkciou g(n)
f(n)|3dc,,c, e R",In, e N, }

©lan) :{ vn>=n,,c,g(n) < f(n)<c,g(n)

Do @(n?) patria 300n°+10, 2n°+n+log n, 0.5n?, ...

\ Pozorovanie: na multiplikativnej a

' aditivnej konstantne nezdleZi.




oooo
[ Theta @
_ | f(n)|3c,c, eR7, 3N, eN,
©(g(n)) —{ vn=ny,cg(n) < f(n)< ng(n)}

28(n)

f(n)

c18(n)

n

f(n) = 0O(g(n)) y

no



Priklad s Theta @

Dokazte: 3n° —4n+100 € O(n?)

Dokaz: )
@(g(n)):{f(n)ﬁcl,czeR ,dn, €N, }
vn=n,,cgn)< f(n)<c,g(n)
3n*-4n+100 € O(n°) <
3c,,c, >0,3n, e N,vn>n,,c,n® <3n°-4n+100 <c,n’
Zvolme c,=2, ¢,=3, n,=25. Potrebujeme ukazat, ze plati:
2n° <3n° -4n+100 <3n° prevn=>25

2n* <3n“—=4n+100 A 3% —4n+100<3n% A

~100<n®—4n 100< 4n
—-100<n(n-4) 25<n

32



Priklad: Theta @

Dokazte: n° ¢ ©(n?)
Dokaz (sporom):

| f(n)[3c,,c, eR", AN, eN,
@(g(n))—{ vn=>n,,cg(n) =< f(n)sczg(n)}

n° e®(n*) =3¢, ¢, >0,3n, e N,vn>n,,cn° <n’<c,n’

< 3c¢,,¢, >0,4n, e N,Vn=>n,,c, <n<c,

Dosledok: Spor, neplati pre n > max(c, ny)

n°e®(*)An’eB®(n*) =

O(n®) # ©(n?) ‘a\ Da sa ukazat, ze su

navyse aj disjunktné.
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Casova zlozitost BubbleSort-u

public static void bubbleSort(int[] p) {
boolean bolaVymena;
do {
bolaVymena = false;

for (int i1=0; i<p.length-1; i++)

if (p[i] > p[i+1]) {‘k Pocet vsetkych krokov

vymen(p, 1, 1+1); algoritmu mozno zhora
bolaVymena = true; . -
aj zdola ohranicit

konstantnym nasobkom
poctu porovnani.

¥

} while (bolaVymena);

¢,.(# porovnani) <= # krokov <= c,.(# porovnani)

34



@ a triedenia

. ; V najlepSom V najhorsom
Pocet porovnani g g
pripade pripade
BubbleSort n-1 n(n-1)
VylepSeny
BubbleSort n-1 n(n-1)/2
SelectionSort n(n-1)/2 n(n-1)/2

c,n(n-1) aj c,n(n-1)/2 patria do &(n?)

BubbleSort aj SelectionSort maju rovnaku
asymptoticku casovu zlozitost' v najhorsom pripade!

\ Spomenute triediace algoritmy

patria do ,,rovnakej kategorie“

35



A ¢o vieme povedat o kaidom behu?

. ; V najlepSom V najhorsom
Pocet porovnani g g
pripade pripade
BubbleSort n-1 n(n-1)
VylepSeny
BubbleSort n-1 n(n-1)/2
SelectionSort n /2 n(n-1)/2

® f

Kazdy beh selectionSort-u
spravi @(n?) krokov.

Casova zlozitost kazdého
behu BubbleSort-u je ,,medzi
priblizne n-1 a n(n-1)“

Co vieme povedat o €asovej zlozitosti kazdého behu
(t.j. nielen v najhorsom pripade) algoritmu BubbleSort?

36



Horné ohranicenie ako garancia

V praxi:

e su dolezité garancie typu ,,nebude to trvat dlhsie
ako“...

e pri analyze algoritmov je niekedy (Casto?) problém
zaradit’ casovu zlozitost’ algoritmu do @-mnoziny
nejakej ,,peknej“ funkcie (n, n? logn, 2" nlogn ...)

37



00 m
2 O-notdcia

O(g(n)) ={f (n)|3c e R*,3n, e N, vn=n,, f (n) <cg(n)}

O(g(n)) vsetky funkcie, ca(n)
ktoré su asymptoticky
zhora ohranicené

funkciou g(n) 2

Hn
"0 fn) = 0(g(n))

38



O-notacia priklady

O(g(n)) ={f (n)|3c e R*,3n, e N, vn=n,, f (n) <cg(n)}

n? € O(n?) c=1, n,=1
2n? € O(n?) c=2, ny=1
n € O(n?) c=1, n,=1
2n%+4n € O(n?) c=3, n,=4
2022 € 0O(n?) c=2022, n,=1

cg(n)

f(n)

n

"0 £y = 0(e(n))

f(n) e®(g(n)) = 1(n) €0(g(n))

®(g(n)) = O(g(n))

39



A ¢o vieme povedat o kaidom behu?

. ; V najlepSom V najhorsom
Pocet porovnani g g
pripade pripade
BubbleSort n-1 n(n-1)
VylepSeny
BubbleSort n-1 n(n-1)/2
SelectionSort n(n-1)/2 n(n-1)/2

Cielom analyzy asymptotickej
casovej zlozitosti algoritmu
je najst’ o najpomalsie
rastucu funkciu f(n) taku, ze
casova zlozitost’ algoritmu je

O(f(n))

Casova zlozitost’ kazdého behu
algoritmu BubbleSort je:

O(n?)

40



oooo m
=l Divnad konvencia?

Matematicky korektne:

 g(n) €0(i(n))
e g(n) €6(i(n))

Co sa pouziva:
e g(n) = O(f(n))
e g(n) = O(f(n))

_________ 7 \

' Funkcia ' Mnozina funkcii

41



ooogd . [m], . . .
e Sumarizdcia o zloZitosti

Asymptoticka analyza casovej zlozitosti:

e zachycuje ako rastie cas vypoctu (pocet krokov)
algoritmu v zavislosti od toho, ako rastie velkost’
vstupu (do nekonecna)

e abstrahuje sa od technickych detailov - aditivne a
multiplikativne konstanty sa ,,ignoruju*

e umoznuje identifikovat rozne ,,porovnatelne“ triedy
casovej zlozitosti

e O - asymptoticky tesné ohranicenie
e O - asymptotické ohranicenie zhora

e vacsinou staci, ked'ze poskytuje garancie o maximalnom
trvani behu algoritmu/vypoctu
42



__ Programovanie, algoritmy, zloitost (Ustav informatiky, PF UPSS).
oooo
e Zaujimavé triedy zlozitosti

O(1) - konstantna zlozitost’
O(log n) - logaritmicka zlozitost

e binarne vyhladavanie v n-prvkovej usporiadanej postupnosti
O(n) - linearna zlozitost’

e linearne vyhladavanie v n-prvkovej neusporiadanej postupnosti

e hladanie minimalnej hodnoty (v skutocnosti @(n))
O(n?) - kvadraticka zlozitost

e bublinkové triedenia, triedenie vyberom, ...

O(nd) - kubicka zlozitost’ Na cviceniach: Ktora
» .. , trieda je ,,lepsia“?
20 - exponencialna zlozitost

e kreslenie Kochovej krivky Urovne n

43



(-notacia

Q(g(n)) ={f(n)|3ceR",3In, e N,vn=n,, f (n) =cg(n)}

Q(g(n)) vsetky funkcie,
ktoré su asymptoticky
zdola ohranicené
funkciou g(n)

dolné ohraniCenia sa
pouzivaju nie pri analyze
algoritmov, ale problémov

"0 Fn) = Qg(n))

n

44



(2-notacia

Problem hladania minima v neusporiadanom
v n-prvkom poli ma casovu zlozitost’ Q(n)

e ziaden algoritmus nemoze najst minimum v poli bez
toho, aby pozrel vsetkych n hodnot, t.j. potrebuje
aspon cn krokov - jeho casova zlozitost' je teda Q(n)

,Krasa“ asymptotickych ohraniceni zdola:

e Umoznuju dokazat’ nie to, ze ludia doposial
nevymysleli rychlejsi algoritmus, ale ze rychlejsi
algoritmus nejde vymysliet'.

e Algoritmus je asymptoticky optimalny pre nejaky
problem, ak jeho casova zlozitost’ je O(f(n)) a dolne
ohranicenie pre problem je Q(f(n)).
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Priklad na zaver

public boolean metoda(int[] p) {
for (int i = 0; i < p.length - 1; i++)
for (int j =1 + 1; j < p.length; j++)
if (p[i] == p[3])

return true;
return false;
Aka je casova zlozitost’ metody?
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=N Potrebujeme to vobec vediet?

Dokumentaci
entacie k .Net Frameworku 4 od Microsoftu:

4 Remarks
The List=T= IS searched forward starting at the first element and ending at the last element.
using the default equality comparer Er:\Lla\'\t-,-'Cc:nmparer-;T:- Def:
nis C

cthod determines equality
s an Q(n) aperatian, where

This m
This m

athod performs d linear search; therefore, this method |

}(i\:]z;lltné,dpkumentécia obsahuje
Vykoorlmac!e 0 ca§ovej zlozitosti
navania metody (efektivnosti
implementacie).
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ak nie su otazky...

Dakujem za pozornost!
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