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i 10. prednaska (7.4.2025)

Najkratsie cesty
(v grafe)




o000 .:m
ek Grafy - ¢o uz vieme...

Umoznuju modelovat’ relacie medzi objektmi
realneho sveta

Skladaju sa z vrcholov a hran G=(V, E)

e neorientované grafy (kruzky a ciary)

e socialne siete, dopravneé siete

e orientovane grafy (kruzky a sipky)

e dopravné siete s jednosmerkami, naslednost’ aktivit
Prehladavanie grafov:
e BFS (do sirky)

e bonus: cesty s najmensim poctom hran

e DFS (do hibky)
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- Realita nie su grafy ...

Realne vzt'ahy nie su ,,boolean - ano/nie

({9

e mame najlepsich priatelov, dobrych priatelov, ,,iba
znamych...
e cesta medzi za sebou

iducimi zastavkami MHD
trVé razne dlho Krupinska

e aj ked medzi mestami su
cesty, vzdialenosti medzi
mestami su rozne

Sokolovska

Hronska

Ako to modelovat?



00 .:m
i Ohodnotené grafy

Na vyjadrenie ,,kvality” vztahu medzi dvoma
vrcholmi pridame ku kazdej hrane grafu
ohodnotenie.

Formalne:

e ohodnoteny graf je G=(V, E, c), kde ¢ je je funkcia z
mnoziny hran E do mnoziny cisel R, t.j. c:E »> R



http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/a8/Prim_Algorithm_0.svg
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/a8/Prim_Algorithm_0.svg

Interpretacia ohodnoteni

Cestna siet’: A
o diZka cesty

e cas na jej prejdenie

e sirka cesty D

Elektrorozvodna siet’:
e naklady na rekonstrukciu vedenia G
e prenosova kapacita

Socialna siet’:
e ako dlho sa osoby poznaju

e pocet vzajomne poslanych sprav


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/a8/Prim_Algorithm_0.svg
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/a8/Prim_Algorithm_0.svg
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2 Ako ulozit ohodnoteny graf?

Matica susednosti:

e dvojrozmernée pole cisel + dohodnuta hodnota na
nepritomnost’ hrany

e dohodnuta hodnota nemoéze byt’ plathym ohodnotenim
hrany

e zaporné cislo (-1) ak vieme, ze ohodnotenia su len kladné

e Double.POSITIVE INFINITY ekvivalent pre «

V kniznici PAZGraphs. jar
e metoda getWeight triedy Edge
DalSie reprezentacie ...



graf[u][v] = ohodnotenie
hrany medzi u a v,
resp. « ak hrany niet

Matica susednosti

Double.POSITIVE_INFINITY =

double[ ][] graf = new double[7][7]
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http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/a8/Prim_Algorithm_0.svg
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/a8/Prim_Algorithm_0.svg

graf[u][v] = ohodnotenie
hrany zu do v,
resp. « ak hrany niet

Ohodnotené orientované grafy

double[ ][] graf = new double[7][7]
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(e Ohodnotené cesty v grafoch

Cesta ,,neformalne*:

e postupnost’ vrcholov grafu bez opakovania, v ktorej kazdé dva za
sebou iduce vrcholy su spojené hranou

Ohodnotenie cesty:

e sucet ohodnoteni hran
tvoriacich cestu

e oznacujeme aj ako ,,cena“
cesty alebo ,,d(Zka“ cesty

Priklad:
e C(ABEG) =
c(AB)+c(BE)+c(EG) =
[+7+9 =23




Interpretacia ohodnotenych ciest

c(AB)+c(BE)+c(EG) = 7 km +7 km +9 km = 23 km
c(AB)+c(BE)+c(EG) = 7 min+7 min +9 min = 23 min
C(AB)+c(BE)+Cc(EG) =7 €+7 €+9€=23€

DasazAdoG

dostat za menej
ako 23 minut?

DasazAdoG

dostat’ za lacnejsie
ako 23 €?

10
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- Problem najkratsej cesty

Praktické aplikacie:
e GoogleMaps
e GPS navigacia
e Cestovne spojenia (MHD, autobusy, vlaky, lietadla)
Otazky:
e Aka je najkratsia cesta z Medickej na Jesennu?
e Kde je najblizsia restauracia? Ako sa tam dostanem?
e Zoznam vsetkych cerpacich stanic do 20 km cesty.
e Aka je aktualne najrychlejsia cesta z KE do BA?

e Aka je najlacnejsia letenka z KE do Silicon Valley?
11



Problém najkratsej cesty

ohodnoteny orientovany graf popisujuci ,,cestnu“ siet

e ak je neorientovany graf, kazdu hranu pridame ako dva Sipy
pociatocny vrchol - start K _____________________________
koncovy vrchol - ciel - Dolezitelll

hladame taku orientovanu cestu zo startovéeho vrcholu do
cieloveho vrcholu, ze jej cena (ohodnotenie, dlzka, ...)
je minimalna
e v porovnani s BFS neminimalizujeme pocet hran, ale sucet
ohodnoteni hran tvoriacich cestu:

e priamy autobus Presov - Londyn (1 hrana) vs. autobus Presov -
Kosice, letecky Kosice - Vieden a Vieden - Londyn (3 hrany)

Ako najst’ najkratsiu (najlacnejsiu) cestu v grafe?
12
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= Ako zacat?

Inspiracia v dynamickom programovani?
e riesime vseobecnejsi problem...

e kopa uvah, ktora skonci nakoniec par cyklami...

Hladajme diZku najkrat3iej cesty zo
startovacieho vrcholu do vsetkych vrcholov grafu

o ozna¢me ¢ [u] dizku najkratSej cesty zo Startovacieho
vrcholu s do vrcholu u

e po vypocitani é[u] pre vsetky vrcholy spatnym
prehladavanim najdeme cestu (viac na cviceniach)

e najkratsich ciest do vrcholu moze byt viacero, vsetky ale
maju rovnakeé ohodnotenie (,,dlzku), ktoré je najmensie
mozné

13



Pozorovanie 1

Ak sPuv je najkratsia cesta z s do v, potom sPu je
najkratsia cesta z s do u.

najkratsia cestaz S doV
Og[V]

Désledok:
e - ~ Ak u je susedny predchodca v na
S u c(u,v) Vv najkratSej ceste z s do v, potom:
@——>@ --------- >0——>0 >0 =3
e e 5[u] + c(u, v) = 5[]
O[u]

najkratsia cestaz S do U

Sporom: Ak by existovala kratsia cesta z s do u, potom
jej predlzenim o hranu (u, v) dostaneme kratsiu cestu z
s do v - my sme ale vybrali najkratsiu - spor s
optimalitou vyberu
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Pozorovanie 2

Pre kazdu hranu (u, v) plati:
5,[u] + c(u, v) > 5,[v]
Dokaz:

e cesta, ktora vznikne prediZzenim najkratsej cesty z s
do u o hranu (u, v) je nejaka cesta z s do v - preto
nemoze byt kratsia ako najkratsia cesta

________________________________

nejaka cestazsdoV H Kazda cestazsdov |

5.[u] + c(u, v) - (aj ta cez u) je aspon
PN | taka dlha ako |
& h najkratsia cesta: |
S U cuy) Vv A SN
o—0---------- >0—0 >Q ] s[u] c(u, v) =4 [v] i
\ S T
YT
J[u]

najkratsia cesta z Sdo u 15
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SR ldea algoritmu

o.[v] - dlZka najkratsej cesty z's do v

e tuto hodnotu nepozname...
d[v] - ,horny odhad“ diZky najkratsej cesty z
vrcholu s do v

e nejaké Cislo, ktoré zodpovedd d(Zke nejakého sledu
(cesta, kde je dovolené opakovanie vrcholov) z s do v

e udrziavame ho pre kazdy vrchol grafu

e chceme ho postupne zlepsovat’ (zmensovat’)

o [V] <d [V]  Ziaden horny odhad dlzky
S — S ‘\ najkratsej cesty nemoze

. byt mensi ako skutocna

i d{Zka najkratsej cesty.

16



ldea algoritmu

o.[v] - dlZka najkratsej cesty z's do v

d.[v] - ,,odhad“ dizky najkratSej cesty z s do v

e chceme, aby stale platit podmienka:

§S[V] < dS[V] Invariant: podmienka,

ktora stale plati...
... aj ked’ jej platnost’
nemame ako overit'.

Invariant je urcite
Na zaciatku algoritmu: splneny, aj ked
— nepozname o.|V
ds[S] — O P s[ ]

d/v] = ©, aks £V

17
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SR Zlepsovanie odhadu?

Moje odhady (splnajuce invarianty):
e Kosice -> Liptovsky Mikulas: 2000 km
e Kosice -> Poprad: 800 km

Z Popradu do
Liptovského Mikulasa je
dialnica dlha 60km

Moje nove odhady:
e Kosice -> Liptovsky Mikulas: 860 km
e Kosice -> Poprad: 800 km

18
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SR Zlepsovanie odhadu?

Moje odhady (splnajuce invarianty):
e Kosice -> Liptovsky Mikulas: 830 km
e Kosice -> Poprad: 800 km

Z Popradu do
Liptovského Mikulasa je
dialnica dlha 60km

Moje nove odhady (informacia nepomohla):
e Kosice -> Liptovsky Mikulas: 830 km
e Kosice -> Poprad: 800 km

19



Relaxdcia hrany

Operacia relaxacie hrany e=(u, v):

Relax(u, v):
if (d.[u] + c(u, v) < d.[v])
d.[v] = d,[u] + c(u, V)

dfu] ~ u Intuicia:
=TT TR c(u,y) Ak cesta z s do u a orientovana
S v hrana (u, v) vytvoria kratsiu cestu z
.{\ ) el 7 s do v, ako mame, tak si mozeme

zlepsit odhad najkratsej cesty z s
do v - mame lepsiu cestu z s do v.

Ostane invariant 6[v] <d[v] zachovany?
20
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A Relaxacia zachovava invariant

Pozorovanie 2: J.[u] + c(u, v) > o [V]

Invariant pre vrchol u: é [u] <d [u]

Invariant moze prestat’ pre vrchol v platit, ak sa vykona if:
po jeho vykonani d.[v]=d [u]+c(u, V)

Tvrdenie: relaxacia zachovava platnost’ invariantu
5,[v] < 8,1l + o(u, v) < dy[u] + c(u, v) = d[V]

o

- Platnost . Ak nastalo priradenie
17 e i g 2 . invariantu pre relaxacie, potom po jeho
_Pozorovanie 2 | . vrchol u: | vykonani plati:
Oul=sdful | i dy[v] =di[u] +c(u, V) |




Uvahy pokracuju...

Vrchol v nazveme vybavenym, ak o [v] = d,[V]

e na zaciatku je iba startovaci vrchol s vybaveny

Tvrdenie: Ak sPuv je najkratsia cesta zs do v a
vrchol u uz je vybaveny, tak po relaxacii hrany
(u, v) sa stane vrchol v vybavenym.

Dokaz namiesto slubov...

22



ooog i S
S Uvahy pokracuju (dékaz)...

Fakty: g'"i:'é'z'c}b\}é'rﬁé"F'k‘

e sPuv je najkratSia cesta z s do v: d [u] + c(u, v) = 6[V]

e vrchol u uz je vybaveny: 6 Ju] = d [u]
e invariant pre v: ¢ |v] <d V]

e po skonceni relaxacie (u, v): d/v/ <dJu] + c(u, v)

de[v] <d u] + c(u,v) =oJu] +c(u, v) = 55[\/]/

W
dyfv] < 6,[v]

> Os[v] = d[v]

sV <d[V]

. v je vybaveny

23



O spravnom poradi relaxacii

Nech (s, V4), (V4, V3), <oy (Vi.1, V) j€ pOStupnost
hran najkratsej cesty z s do v:
e s je vybaveny, po relaxacii (s, v,) je v, vybaveny

e po tom, co v, je vybaveny, po relaxacii (v4, V,) je v,
vybaveny

e po tom, co v,_, je vybaveny, po relaxacii (v,.4, V) je v
vybaveny N

S -
Zaver: spravna postupnost’ relaxacii hran g
garantuje, ze vsetky vrcholy sa stanu vybavené.

24



Ako to vsetko vyuZit?

Klacovy fakt: Ak u je vybaveny a hrana (u, v) je
na najkratsej ceste z s do v, po relaxovani hrany
(u, v) bude vrchol v vybaveny.

Vrchol s je na zaciatku vybaveny.

Ak zrelaxujeme kazdu orientovanu
hranu v grafe, co vieme povedat’' o
mnozine vybavenych vrcholov?

Vybavene budu tie vrcholy, do ktorych
vedie najkratsia cesta tvorena len
jednou hranou (dlzky 1).

25



Algoritmus Bellman-Ford

for (v: vrcholy G) { Intuicia:
. . V ramci kazdej fazy
ds [V] = %9 algoritmu skusime zrelaxovat’
} vsetky hrany grafu.

Zrealizujeme celkom n faz.

d,[s] = 9;

for (int i=0; i<n; i++)
for (Edge e: graph.getEdges())
relax(e);

Dokaz intuitivne:
Po i-tej faze sa stanu vybavené vsetky takeé
vrcholy, ze najkratsSia cesta zo startovacieho

vrcholu s do nich sa sklada z i hran. Formalny
dokaz indukciou...

26



Bellman-Ford z vrcholu A

o

22

27


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/a8/Prim_Algorithm_0.svg
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Bellman-Ford v Jave

public void relax(Edge e, Map<Vertex, Double> d) {

Vertex u = e.getSource();

Vertex v = e.getTarget();
if (d.get(u) + e.getWeight() < d.get(v))
d.put(v, d.get(u) + e.getWeight());

public Map<Vertex, Double> bellmanFord(Graph g, Vertex s) {
Map<Vertex, Double> d =
g.createVertexMap(v, Double.POSITIVE INFINITY);

d.put(s, od);

for (int 1 = 0; 1 < g.getVertices().size(); i++)

for (Edge e : g.getEdges())
relax(e, d);

return d;

28
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- Algoritmus Bellman-Ford

Intutivhe zdovodnenie:

e Vyuzity fakt: ak predposledny vrchol na najkratsej
ceste je vybaveny, tak relaxaciou poslednej hrany sa
stane posledny vrchol cesty vybaveny.

e Po i-tej relaxacii vsetkych hran grafu su vybavené
vsetky vrcholy, do ktorych vedie najkratsia cesta
skladajuca sa z i hran.

e Po (i+1)-tej relaxacii vsetkych hran grafu su vybavené
vsetky vrcholy, do ktorych vedie najkratsia cesta
skladajuca sa z i+1 hran. Tieto vrcholy musia mat’
suseda, do ktorého je najkratsia cesta z i hran - na
zaklade indukcného predpokladu, je ten uz vybaveny.

29



____ Programouanis, shgositmy, itost (Dste informatity, PE UPSS|
oooo
oo

[ Algoritmus Bellman-Ford

Casova zloZitost’ pri grafe s n vrcholmi a m
hranami:

e relaxacia jednej hrany O(1)
e v kazdej faze relaxujeme vsetky hrany m.O(1) = O(m)
e celkovo mame n faz: n.O(m) = O(n.m)
V grafoch je m = O(n?)
e casova zlozitost’ vzhladom na n: O(n?)
Vyhoda:

e najdeme najkratsiu cestu z s do vsetkych vrcholov

30



oooo
S Dijkstrov algoritmus (1959)

Funguje len v pripadoch, kedy su ohodnotenia
hran nezaporné

Chytrejsim vyberom hran na relaxaciu sa ziska
casova zlozitost O(n?)

e algoritmus bude vybavovat vrcholy v rastucej
postupnosti dlzok najkratsich ciest - moznost’ ukoncit’
algoritmus ihned’, ako mame to, co hladame

Autor:
Edsger Wybe Dijkstra
(Holandsko, 1930-2002)

31
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ooog - .

e Dijkstrov algoritmus
ds[s] = 0;
for (v: vrcholy G okrem s)

. ' Q je mnozina ,,zatial
ds[v] = 9,

. nevybavenych“
Q = vrcholy G;

while (!Q.isEmpty()) {
vyber v z Q taky, ze
d.[v] = min{d ,[u]]|u patri do Q}

for (w: susedia vrcholu v)

1 , ;
} relax(v, w) \ _________________________________

Zrelaxujeme vsetky
. hrany vychadzajuce z v

32



oooo
Sk Invariant Dijkstrovho alg. (1)

Invariant:

e pre kazdy vrchol mimo Q plati, ze je vybaveny a
vsetky z neho vychadzajuce hrany boli relaxované az
po tom, co bol vybaveny.

e ak dokazeme, ze kazdy vrchol odchadzajuci z Q je
vybaveny uz pri svojom odchode z Q, zelena cast’
invariantu vyplyva z algoritmu

Dokaz (sporom):

e nech v je prvy vrchol mimo Q, pre ktory neplati
invariant, a v dobe, ked’ opustal Q, bol nevybaveny,

t.j. o [v] <dv].

33
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i Invariant Dijkstrovho alg. (2)

Dokaz (pozrime sa na okamih, ked’ v opustal Q):

Ked'ze v nie je vybaveny, existuje kratsSia
(najkratsia) cesta z s do v, v ktorej sa nachadza
nejaky vrchol z Q - nech x je prvy taky vrchol na
tejto ceste.

Vrcholy mimo Q - uz
vybavené (s je po prvom
kroku urcite mimo Q)

. Niekde musi byt hrana, kde zaciatok
je mimo Q a koniec jev Q

34
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(e Invariant Dijkstrovho alg. (3)

kedze x je prvy na ceste plati (invariant pre w a
Pozorovanie 1), ze x je vybaveny d [x] = d,[X]

z nezapornosti cien: J,[x] <[]

invariant relaxacie: 6,[v] <d,[Vv]

minimalita v medzi vrcholmi z Q: d./v]/ <d [X]
d[X] = o [x] <o /v] <dv] <d][X]
dosledok: o [v] = d.[v], t.j., v je vybaveny

35
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oooo . B >
S Pozndmky k ,Dijsktrovi

Casova zloZitost O(n?):
e while cyklus je vykonany n-krat
e v tele cyklu:
e O(n) na najdenie vrcholu v s minimalnym d,[v]
e O(n) na relaxaciu hran vychadzajucich z v
Vizualizacia:
e http://cam.zcu.cz/~rkuzel/aplety/Dijkstra/Dijkstra.html

e http://www.cs.auckland.ac.nz/software/AlgAnim/dijkstra.html

e http://www.unf.edu/~wkloster/foundations/DijkstraApplet/Dij
kstraApplet.htm
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00 ___Programovanie, algoritmy, loitost (Ustav informatiy,PF UPJS)
e Floyd-Warshallov algoritmus

Algoritmus na najdenie najkratsej cesty medzi
kazdymi 2 vrcholmi grafu

e zalozeny na dynamickom programovani
Vstup:

e ohodnoteny orientovany graf s vrcholmi Cislovanymi
od 1 pon

Vystup

e matica d[i, j], ktora pre kazdu dvojicu vrcholov i a j
obsahuje dlzku najkratsej cesty medzi tymito
vrcholmi

37



00 _____ Programovanie, algoritmy, Zokitost (Ustav informatiky, PF UPJS)
S Floyd-Warshal a dynamika

d[i, j, k] - dlZzka najkratSej cesty z i do j, ktora
pouziva len vrcholy 1..k

e metafora... PREJAZD

ZAKAZANY

Trivialne pripady:
e d[i, j, 0] =c(i, j), ak (i, j) je hrana grafu
e d[i, j, 0] = =, inak

Zaujima nas d[i, j, n] = d[i,j]
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Charakterizacia problemu

dli, J, K] = min{d[1, J, k-1], d[1, k, k-1] + d[k, J, k-1]}

D(Zka najkratsej cesty
Z i do j pri ktorej
mame dovolené

Dlzka najkratsej cesty navstivit' len vrcholy
Z i do j pri ktorej 1..k-1
mame dovolené

navstivit’ len vrcholy

1..k.
Ak najkratsia cesta z i do j cez vrcholy 1..k
Mame dve moznosti: obsahuje mesto k, potom cestu mozeme rozdelit’
tato cesta alebo na dve podcesty:
obsahuje alebo Zzido k cez vrcholy 1..k-1 a
neobsahuje vrchol k Z k do j cez vrcholy 1..k-1

39



Pozorovania

dli, J, K] = min{d[1, J, k-1], d[i, k, k-1] + d[k, J, k-1]}

Pozorovania:

na zlepsenie hodnoty d[*, *, k] potrebujeme iba hodnoty
tvaru d[*, k, k-1], d[k, *, k-1]
d[*) k) k] = d[*’ k; k'1]) d[k’ *1 k] = d[k1 *) k'1]

e moznost’ pouzit’ vrchol k ako medzivrchol nepomoze najst’ lepsiu
cestu s koncom vo vrchole k

Dosledok:
nepotrebujeme 3-rozmerné pole, staci 2-rozmerne

40



Floyd-Warshall v Jave

Inicialne d[i, j] obsahuje:
c(i, j) - cenu hrany z i do j, ak existuje
Double.POSITIVE INFINITY , ak neexistuje

for (int k=0; k<vrcholy.length; k++)
for (int i=0; i<vrcholy.length; i++)
for (int j=0; j<vrcholy.length; j++)
if (d[i][k] + d[k][J] < d[1][3])
dl1][J] = d[i][k] + d[k][J];

Casova zlozitost”:
O(n3)

41



Sumarizdcia

Ohodnotenée grafy na lepsie zachytenie sveta...
Hladanie najkratsich ciest (B-F, Dijkstra):

e spolocné myslienky:

e postupne zlepsujeme horny odhad diZky najkratsej cesty do
kazdého vrcholu

e operacia relaxacie hrany na zlepsovanie odhadov
Hladanie najkratsich ciest (Floyd-Warshall):

e dynamicke programovanie - idea:

e na zacCiatku mozeme pouzit’ na cestovanie len priame hrany
(,,bez prestupov®)

e ako sa zmenia diZky najkratsich ciest, ak ndm niekto dovoli

pouzivat nejaky novy vrchol ako ,,prestup* na cestach?
42
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oo
[][paz -

ak nie su otazky...

Dakujem za pozornost!
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