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- Co je rekurzia?

Rekurzia = definicia niecoho pomocou samého
seba (lat. recurrere = bezat naspat)

Rekurzia moze mat mnoho podob:

e zrkadla postaveneé oproti sebe

e fraktaly
e Kochova vlocka

e rekurzivne definovane postupnosti
® a,=a,+a,9,3,=0,a,="1

e rekurzivne funkcie

e faktorial: n! =n* (n-1)!
0! =1




Rekurzia v obraze

Ako by sme opisali obraz
,,Mona Liza s obrazom*?

Na obraze ,,Mona Liza s
obrazom“ je namalovana
Mona Liza, ktora drzi v
rukach obraz ,,Mona Liza s
obrazom®.

Formalnejsie:
OML je (ML + mensi OML)




ooog
e Fraktaly

Fraktal je geometricky utvar, ktory mozno
rozdelit’ na Casti, z ktorych kazda je
zmenseninou celeho geometrickeho utvaru.




Kochova krivka (1)

Kochova krivka sa zklada zo 4
,mensich“ Kochovych kriviek.

,mensi“ = menej ¢iar?, kratsie ciary?, ...



ie, algoritmy, zlozitost (Ustav informatiky, PF UPJS)

oooao
el Kochova krivka (2)
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ie, algoritmy, zlofitost (Ustav informatiky, PF UPJ5)
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ie, algoritmy, zloZitost (Ustav informatiky, PF UPJS)

oooog
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KK(2, d) {
KK (1, ) ;
turn (-60)
KK (1, ) ;
turn (120)
KK (1, ) ;
turn (-60) ;
KK (1, ) ;

}

Kochova krivka (3)

Uroven 0

Uroveri 1

S

Uroven 2

{
\

12



Korytnacie prikazy na
nakreslenie krivky
urovne u > 0 a dlzky

KK(u, d) {

KK (u-1, ) ;
turn (-60)

KK (u-1, ) ;
turn (120)

KK (u-1, ) ;
turn (-60) ;

KK (u-1, ) ;

Kochova krivka (3)

Uroven 0

Uroveri 1

Uroven 2
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Korytnacie prikazy na
nakreslenie krivky
urovne u > 0 a dlzky

KK(u, d) {
KK (u-1, ) ;
turn (-60)
KK (u-1, ) ;
turn (120)
KK (u-1, ) ;
turn (-60) ;
KK (u-1, ) ;
}

Kochova krivka (4)

' KK(u, d) je definovana
 pomocou KK(u-1, d/3), t.j.
' Kochova krivka je
 charakterizovana Kochovou
- krivkou.

|
e 0 .

KK(0, d) je ciara
dlzky d.
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____ Programovanis, sigositmy, litest (Dste informatity, PF UPSS]
oooo
oo

el Kochova krivka v Jave

public void kochovaKrivka (int u, double d) {
if (u == 0) { A Y R
this.step (d) ; 4____ Baza rekurzie
} else { i
this.kochovaKrivka (u-1, d/3); )
this.turn (-60);

this.kochovaKrivka (u-1, d/3); E_F_{“e_l_(_[_j ;‘_z_;_\;ﬁ_em\_/_(_)_lgl:]_]“a_ :“
this.turn (120) ; > Metoda vola samu
this.kochovaKrivka (u-1, d/3); 'seba.

this.turn(-60);
this.kochovaKrivka (u-1, d/3); _J
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nooo @
Sk Rekurzivne metody

Rekurzivna metoda je metoda, ktora vo svojej
implementacii (priamo alebo nepriamo) vola

samu seba.

Nepriama rekurzia:

e XvolaYayYvola
e XvolaY,YvolaZaZvolax, ...

Typicka Sabléna rekurzivnej metody:

e otestovanie, Ci nie je baza rekurzie/trivialny pripad

e ak je trivialny pripad, tak sa zrealizuju prislusné
prikazy/akcie a vykonavanie metody konci

e realizacia rekurzivnych volani ,,rekurzivny krok
16



oooog
[ Dalsie fraktaly

Sierpinskeho trojuholnik:
public void sierpinski (int u, double d) {
if (u == 0) ({

return;

for (int 1=0; 1<3; 1i++) {
this.sierpinski (u-1,
this.step(d);
this.turn (120);
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L Prooramovanis, sigositmy, siitest (Dste informatity, PF UPSS)
oooo
oo

D Ake parametre su dobre?

Testujme rozne parametre ...

Pozorovanie:
e cas kreslenia vyrazne zalezi od parametra u - Uroven

e parameter d nevplyva (pozorovatelne) na cas
kreslenia
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Struktira rekurzivaych volani

KK(u, d) {
KK (u-1,
turn (-60)
KK (u-1,
turn (120)
KK (u-1,
turn (-60) ;
KK (u-1,

) KK(2,%7) KK(1,77)
' KK(0.")
KK(1,77)
) ; KK(0, ")
KK(1,”7) KK(0,9)
) ;
KK(1,77) KK(0,%)

o1

Kazde KK(1, 27) ma za nasledok
4 volania KK(0, 9)
celkom 4 x 4 = 16 volani KK(0, 9)
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_ Programovnia, sgortmy duiitos (Ostew informetiky, PF UPLS)
oooo
ou

I Kolko ¢iar sa nakresli?

Ciara sa kresli, iba ked’ u =0
KK(2, 81)

e 16 volani KK(0, 9) = 16 Ciar = 42 cCiar
KK(3, 243) = 4 volania KK(2, 81)

e 4 x 16 volani KK(0, 9) = 64 ciar = 43 cCiar
KK(4, 729) = 4 volania KK(3, 243)

e 4 x 64 volani K(0, 9) = 256 Ciar = 44 Ciar .

K, &)= 40
 Exponencialna

' zavislost’ od u
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oooo - @
el Aké urovne siu dobré?

KK(4, d) = 256 Ciar
KK(20, d) = 1099511627776 cCiar
KK(u, d) = 44 ciar

e na nakreslenie cCiary treba aspon jednu instrukciu
procesora

e 10 GHz procesor < 10" instrukcii/ciar za sekundu
KK(40, d) = 4% Ciar = 162 Ciar > 1020 Ciar

e 1020 ciar / 10" Ciar za sekundu = 109 sekund

e 1 rok = 31536000 sekund ~ tretina z 108 sekund

e 10"9sekund je viac ako 300 rokov
21



Strom volani

e Strom volani - zakreslenie toho, aké volania metod a s
akymi hodnotami parametrov sa realizuju pri nejakom
konkrétnom volani metody.

KK (0, 9)
Cast’ stromu volani metody KK (1,27)
kochovaKriva(2, 81) KK (0,9)
KK(1,27)
KK (2,81) KK (0, 9)
KK (1,27)
KK (0, 9)
Strom volani metody KK (1,27)

kochovaKriva(2, 81)

l//fv

‘KK(1,2?0)| ‘KK(LQ?D)‘ ‘KK(1,2?0)| ‘KK(1,270)|

‘KK(U, 9.0) | ‘ KK(0, 9.0) | ‘ KK(0, 9.0) | ‘KK(U, 9.0) | ‘ KK(0, 9.0) | ‘KK(U, 9.0) | ‘ KK(0, 9.0) | ‘ KK(0, 9.0) | ‘KK(U, 9.0) | ‘ KK(0, 9.0) | ‘KK(U, 9.0) | ‘ KK(0, 9.0) | ‘ KK(0, 9.0) | ‘KK(U, 9.0) | ‘ KK(0, 9.0) | ‘KK(U, 9.0) |
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Call stack

Call stack - aktualna postupnost’ vzajomnych
volani metod vo vykonavani (kto koho volal).

%% Debug 7 % Servers

4 [7] Spustac [lava Application]

4 Spustac at localhost:53393

4 o Thread [main] (Suspended (breakpoint at line 35 in Fraktalka))

Fraktalka.sierpinski{int, double) line: 35
Fraktalka.sierpinski(int, double) line: 29
Fraktalka.sierpinski(int, double) line: 39
Fraktalka.sierpinski(int, double) line: 39
Fraktalka.sierpinski{int, double) line: 39
Spustac.maini5tring(]) ine: 15
p# Thread [AWT-Shutdown] (Running)

p# Daemon Thread [AWT-Windows] (Running) i L .
p# Thread [AWT-EventQueue-0] (Running) : V Cau StaCk u Je

g C\Program Files\Java'jre6\bin'javaw.exe (12.2.2010 20:07:54) i Vidy nejaké vetva v i
strome volani. i

1
1
1
1
R R R R O RO



oooo . m
IEe Co obsahuje Call Stack?

Polozkami Call Stack-u su zaznamy o volaniach
metod, ktorych vykonavanie zacalo, no este
nebolo ukoncené (return-om alebo })

Aj ked’ mame vela volani tej istej metody, kazde
jedno volanie vytvara nove lokalne premenné

e pozorujme pri debugovani...

e kazde vykonavanie metody ma svoj vlastny
,kontext“, ktory obsahuje tieto lokalne premenné
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ooog “‘:' o —]
K=-ln Strom volani a call stack

Pocet Urovni v strome volani zodpoveda
maximalnej vyske call stacku.

Kazdeé volanie metody pridava polozku v call
stacku, navrat z metody polozku odobera.

Maximalna vyska call stack-u a teda aj pocet
rekurzivnych vnoreni je obmedzeny pamatou
vyhradenou pre call stack

____________________

Exception in thread "main" ;Ukéika".
java.lang.StackOverflowError

at Fraktalka.sierpinski (Fraktalka.java:36)
at Fraktalka.sierpinski (Fraktalka.java:36)




_ Programovnia, sgortmy duiitos (Ostew informetiky, PF UPLS)
oooo
ou

- StackOverflowError

Vynimka StackOverflowError nastava vtedy, ak
je v call stacku privela otvorenych volani metod

V praxi to zvycajne znamena, ze mame rekurziu,
ktora sa ,,zacyklila“ (nekonecné vnaranie)

e Neustalym rekurzivnym vnoreniam zabranuje iba
spravne naprogramované obsluzenie trivialneho
pripadu (,,dna“ rekurzie)

Typicka chyba pri pouziti rekurzie je zabudnuté
alebo nespravne naprogramované spracovanie
bazy rekurzie (trivialneho pripadu).
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Fraktaly trochu inak

Alternativa na zastavenie rekurzivnych volani bez
urcenia maximalnej urovne rekurzivneho vnorenia:

public void kochovaKrivka (double dlzka) {
if (dlzka < 1) {

this.step (dlzka); <\ Koncime, ked' tvar je

return; uz prilis maly na
) d’alsie kreslenie.

this.turn (-060) ;

7

this. kochovaKrivka (dlzka/3) ;

(dlzka/3); this.turn(120);
this.kochovaKrivka (dlzka/3); this.turn (-60);
this.kochovaKrivka (dlzka/3)

this. kochovaKrivka

14
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___ Programouanis, skgositmy, itost (Dste informatity, PF UPSS]
oooo
oo

i Rekurzia v matematike

Rekurzivne definicie su v matematike casté:

e rekurzivne definované postupnosti

e rekurzivne definovatelné matematicke funkcie

Preco matematici pouzivaju rekurziu?
e jednoduchsi zapis
e lepsie zachytenie vlastnosti pojmu/funkcie

e idealne na dokazovanie matematickou indukciou

28



oooo . ; @
- Statické metédy a premenné

Statické metody a premenneé:
e oznacuju sa klucovym slovom static
e static = ,patriaci triede“

e staticka premenna je premenna triedy, vsetky
objekty danej triedy ju ,zdielaju“

e staticka metoda je metoda triedy, vola sa nad
triedou, nie nad objektom danej triedy

e moze volat iné statické metody a pouzivat' statické
premenné

e budeme ich pouzivat v niektorych nasich malych
experimentalnych programcekoch

29



B Progromovania, slgertry, soiitest (Ustewinformotiy, PF UPSS)
oooo

- Faktoridl

0!

n!=n*(n-1)!

I
—

public static int faktorial (znt n) {
if (n == 0)  SEEECW e O ]

4____——- Baza rekurzie
return

else
return n * faktorial (n-1);

' Rekurzivne volanie

30



Fibonacciho postupnost

FO = O, F1 = 1
F.=F.,+F.,0 11,235 81321, ...

public static int fibonacci (int n) {
if (n == 0)
return O;
if (n == 1)
return 1;

return fibonacci(n-1) + fibonacci(n-2);

31



ie, algoritmy, zloZitost (Ustav informatiky, PF UPJS)

oooo

=291 Strom volani Fibonacciho 4

E_Vrétené hodnota ] 3

N

I FiI::I{“I}J I FiI::II:D}J
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____ Programovanis, sigositmy, litest (Dste informatity, PF UPSS]
oooo
oo

- Rekurzia v algoritmoch

Rekurzivne riesenie je zakladny stavebny kamen
vacsiny algoritmov.

|dea:

e Problem ,,urovne u“ chceme zredukovat’ na niekolko
mensich problémov ,,mensej urovne*

e zvycajne ,,uroven‘ = velkost’ vstupu

Rekurzivny pristup k najdeniu efektivneho algoritmu
neznamena este rekurzivnu implementaciu !!!
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Maximum v podpoli

public static int maximum(int[] p,
int odIdx, int poldx)

Funkcia ma vratit maximalnu hodnotu v poli p na
polickach s indexami od odldx po poldx

Maximum z prvych 5 hodnot v poli:

®¢ maximum(p, 0, 4) Myslienkova
vyzva: lde to
spravit’ bez

pouzitia cyklov?

Maximum v celom poli:
e maximum(p, 0, p.length-1)

34



oooo . -
e Maximum v poli inak

maximum (p, 0, 7)

A

0 1 2 3 4 5 6 7
Po P1 ) P3 P4 Ps Ps P7
Y

maximum(p, 1, 7)

‘

Po Pwm

Math.max (Pg, Pw)
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oooo . -
e Maximum v poli inak

8 prvkovy

maximum(p, 0, 7) ? ,problém*
/ 0 1 2 3 4 5 6 7 \
3 6

maximum (p, 1,

i ‘\"7"5;;;;;;;"'

: . ,,problém*

Math.max (9, 11)

%11

36



___ Progromovania, skgortrmy, soitest (Ustow informetiy, PF UPSS)
oooo
oo

- Maximum v poli inak

public static int maximum(int[] p,
int odIdx, int poldx)

Ak odldx = poldx, tak maximum je p[odldx]
Ak odldx < poldx, tak:

e zabudneme na prvy prvok p, podpola na indexe odldx

___________________

e najdeme maximum p, vo zvysnom podpoli | Rekurzia

e ako definitivhu odpoved’ vratime vacsie z Cisel p, a
Pm
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Maximum v poli inak

public static int (int[] p, int odIdx,
int poldx) {

if (0dIdx == poIdx) 4___-—- Baza rekurzie

return plodIdx];

J Zmensenie
eLse problému
return Math.max(p[odldx]?y A

maximum(p, odIdx+1l, poldx)):;

Na cviceniach
rozanalyzujete toto riesenie
a ukdzete si efektivnejsie
riesenie zalozené na deleni

, ele Rekurzivne volanie
problemu na ,,polovice
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_ Progremousnia, slgortmy, solitost (st informetiky, PF UPLS)
oooo
ou

- Co si treba pamdtat

Pri rekurzii nie je opatrnosti nikdy dost’
(pretecenie call stack-u)

Rekurzia moze byt vypoctovo velmi draha

e ,toto v realnych programoch neskusajte, pokial
nemusite*

e neskor sa naucime, kedy je OK a kedy nie

Rekurzivne riesenie = rozklad na podproblémy

Uvahy o rekurzivnom rie$eni zvycajne vedu k
efektivnemu nerekurzivhemu rieseniu ...
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[][paz -

ak nie su otazky...

Dakujem za pozornost!
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